2.11 Oscilatiile armonice
Fie un corp de masa m prins de un perete vertical prin intermediul unui resort g1 care se
poate migca pe planul onizontal fara frecare (fig.2.8).

Fig.2.8 Migcarea oscilatorie armonica.

Presupunem ci forta de rezistentd din partea medmulm inconjurator este neglyabila
Scoatem corpul din pozitia de echilibru g1 il 13sam liber. El se va migca de o parte 51 de alta a
pozitie1 sale de echilibru efectudnd o miscare oscilatorie armonica Migcarea este determinata de
aparitia in resort a unei forte elastice de revenire, F,

Miscarea oscilatorie armonicd constd in deplasarea unui obiect de-a lungul unei axe sub
actiunea unei forte elastice. Distanta x la care se afla obiectul la un moment dat fata de pozitia
de echilibru se numeste elomgafie. Elongatia maxim3 reprezinti amplifudinea miscarn
oscilatorii armonice (notatd cu A). Elongatia s1 amplitudinea se misoara in metri.

Pentru a afla ecuatia de migcare a oscilatorulul armonic scriem ecuatia principiulut IT al
dinamici

F, =ma (2.41)

Deoarece miscarea oscilatorie armonici este produsi de o forta elastici, egalam expresia
(2.42) cu expresia forter elastice (F=-kx unde k este constanta elasticd 1ar x este elongatia
migcari oscilatori armonice)

ma+kx=0 (2.42)
sau
d'x

3 the=0 (2.43)
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Inmultind relatia anterioara cu — sinotind @~ = k . ecuatia (2.43) devine

M m
2

d f+m3x=0 (2.44)

Aceasti relatie este o ecuatie diferentiald de ordinul 2, omogeni. Solutia e1 este elongatia
oscilatorulur armonic, x(%), o functie care depinde de timp.

Ecuatia (2.44) se numeste ecuatia miscdrii oscilatorului armonic (sub forma diferential3).

Pentru a rezolva ecuatia (2.44) avem nevoie de o functie a care1 a doua dentvata trebute s3
fie egald cu functia insas1, cu semnul munus, cu exceptia factorulu constant @ . 53 observam
faptul ¢ o asemenea proprietate o au functule sinus 51 cosinus
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5 (cost) = -cost
dt
4
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F

(2.45)

(sint) = -sint

Evident, rezultatul nu se modifica daca inmultim functia sinus/cosinus, cu o constanta, A. Astfel, o
solutie a ecuatier (2.45) ar putea fi de forma
x = dsinfet+g) (2.46)

Astfel. am gasit o solutie generala (2.46) pentru ecuatia (2.46), solutie in care constantele
A 51 p (amplitudinea s1 faza 1imtiala a migcaru) sunt necunoscute. Mentionam faptul ci relatia
(2.46) reprezinta 51 ea ecuatia miycdrii oscilatorului armonic (sub forma integrala).

Pentru rezolvarea ecuatier (2.44) se pune acum problema determinirn parametrilor 4 51 ¢
care apar in solutia generala (2.46).

Sa observam mai inté1 faptul ca denvind ecuatia (2.46) in raport cu timpul o data,
respectiv de douia on, obtinem expresule pentru viteza, respectiv acceleratia oscilatorulu
armonic

V= = dacos(wf + @)

dt

& d (2.47)
= = —detsn(et+ @)

dt dt*

Pentru a determina constantele A s1@ trebute si cunoagtem conditule initiale ale migcarn

oscilatorn armonice - elongatia imtiala (xp) s1 viteza imtiald (vp). Impunem aceste conditn
elongatiel (2.46) 51 vitezer (2.47) 51 obtinem un sistem de 2 ecuati

Xp =Asing (247)
vy = Awcosg '

pe care 1l rezolvam. Aflam astfel constantele A 51 ¢, adica determindm solutia ecuatier (2.44).
Observim ca valorile solutiel (2.46) se repeta dupa un numar intreg al intervalulw de timp
2m/e, dect 2m/eo reprezinta perioada T'a migcaru. Putem astfel scrie

'k 2n
=, — = 248
@ \'m T ( )

Cantitatea w, despre care am discutat g1 la relatia (2.43) poartd numele de frecventd
unghiulard (sau pulsafia proprie) a miugcarn oscilatorn armonice §1 este independenti de
amplitudine. Cantitatea wt +¢ reprezinta faza migcdrii, 1ar p este faza initiald a miycarii.

In fig.2.9 este redata reprezentarea grafica a legii de migcare a oscilatorului liniar armonic
(2.47) pentru cazul g;=0.
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Fig.2.9 Variafia in timp a elongatiei in migcarea oscilatorie armonica.

Derivind legea de migcare (2.46) in raport cu timpul o data respectiv de doud or1 obtinem
viteza, respecttv acceleratia oscilatorulus armonic
v = Awcos(at + @)
L (2.49)
am —Aa” sin(ef + @)
Energia cinetici ( E,), energia potentiald (L) 51 energia totala (E) a oscilatorului armonic
sunt date de relatiile
m? 1 g
E, -T -Ema:r A” cos®(@f + )
Coht 1 1o 22 .2
Um 5 -Eka! g1 {wr+¢r}-2m&:r.4 sin (et + @) (2.50)

E-E,,+U-;m&lz.ﬂii -;M2

Energia totald pentru un oscilator armonic se se conserva. Dupa ce a inceput migcarea
armonic, obiectul va oscila cu amplitudine, faza g1 frecventa constante.
Energia potentiald a migciri oscilatort armonice se reprezinta printr-o parabola, iar forta
elastici care determini migcarea oscilatorie armonica
du
F - =k (2.51)
printr-un segment de dreaptd tangent la parabola. Forta se anuleaza in punctul minim al curbes
energiel potentiale (fig.2.10).
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Fig.2.10 Dependenta energiei potentiale g1 a fortei elastice de elongatie in migcarea
oscilatorie armonica.




3.1 Oscilatii amortizate
Un sistem real aflat in migcarea oscilatorie intimpind o anumiti rezistentd din partea

mediului in care oscileazi => efectueaza oscilatii amortizate = amplitudinea lor scade péni la
disparitie o data cu trecerea timpului. Ele sunt determinate de actiunea stmultand a fortet
elastice 51 a fortet de frecare.

Fig.3.1 prezinti un oscilator care executd o oscilatin amortizate sub actiunea forter elastice

F, =—kx 41 a fortei de frecare cu mediul F, =—w (k= constanta elastica a resortului , y=
coeficientul de frecare viscoasd al mediului).
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Fig.3.1 Oscilatu amortizate.
Ecuatia migcirn amortizate este
F=F +F, (3.1)
adica
d’x dx
S m kg - 32
dt? SR (32)
sau
d*x dx
26—+ X =0 3.3
ar g &)
unde 5= ZL - coeficientul de amortizare
m
w§ = % - pdfratul frecvenfei unghiulare proprii oscilatorului
Cautim solutia ecuatiesr (3.3) de forma
x = Ce" (3.4)
care, pentru A imaginar, este o combinatie de functii armonice. Inlocuim (3.4) in (3.3) gi obtinem
A 4250+ my, =0 (3.5)
numitd ecuafia caracteristicd a ecuatier diferentiale (3.3). Ea admute solutile
=857 - @F =5 £1))m,} - 53 (3.6)
Consideram solutia ecuatiei (3.3) de forma
x = Cie™ + e’ (3.7)
care ne conduce la
x=e % (Ce'™ + Cre'™) (3.8)

unde



@ =m,’ -5 (3.9)
care este pulsatia oscilatorului amortizat.
Obs.importanta: solutia (3.8) descrie o migcare oscilatorie numai pentru mul -5 20.

(pentru m.;,l - &% < 0 descrie o migcarea aperiodicd amortizatd).
Cu ajutorul formulei lui Euler (' = cosa +isina ) relatia (3.8) se scrie
x = Aye™™ cos(at + @) (3.10)
unde
Alt) = dye™* (3.11)
unde - Aft)= amplitudinea oscilatorului amortizat (dependenta de timp)
- Ay = amplitudinea initiala a oscilatorului (la t = 0— 4(0) = 4,).
Dacia forta de frecare este micd, (3.11) descrie o migcare periodici cu amplitudine
descrescatoare in timp (fig 3.2).

Fig.3.2 Oscilatii amortizate.

Cind creste coeficientul de frecare al mediulu () = creste coeficientul de amorizare () =
amortizarea devine mai puternicd. Rata amortiziri este exprimatd prin logantmul natural al

. Al .
raportulu y (r( )T} , 51 se numeste decrementul logaritmic al amortizdrii
Alr
= ® = (3.12)
Alt+1T)
Din (3.9) rezultd ca amortizarea oscilatulor modifici perioada acestora
T,
T= [—“ (3.13)
o 1
1||| dmik
I
|
unde T, = 2,11r.]L|I:;T - pericada proprie a oscilatoruiui.
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Daci .f'f creste = I creste pina cdnd se ajunge la e 1 unde oscilatiile inceteaza.
m
Energia oscilatulor amortizate este

R SO 2 R SR R S ¥ S
E—Emm A = mo Aye™" =Ege (3.14)



unde E; = energia init1ala. Energia oscilatulor amortizate scade exponential in timp.
Functia de disipatie sau factorul de calitate al unui oscilator amortizat se defineste
g=%y-v2 (3.15)

Este o manme adimensionald cu proprietatile:
-derivata e1 in raport cu viteza este egali cu forta de frecare luatd cu semn schimbat

dg
F},=—§=—y-v (3.16)
-puterea disipati este egala cu dublul functie: de disipatie
dE
——=20=y-v (3.17)

dt
Oscilatorul este cu atdt mai “hun™ (adici va avea un @ mai mare, oscileazi un timp mai
indelungat) cu cdt & , respectiv ¥ . sunt mai mici.

3.20scilatii fortate
Pentru a intretine oscilatule care datoriti frecini cu medwml se amortizeaza, se aplica
oscilatorului (fig 3.3) o forta periodica externa, Fy(t)
F(t)=F,cosat (3.18)
unde e = pulsatia fortei exterioare
Fy=valoare maximd a _fortei exterioare.

F,
‘ - Fit
@mﬁmwT.. N e

é

[ —
SIS xW/W/m

X

.
-

Fig.3.3 Oscilatu fortate.

Ecuatia de migcare pentru oscilatorul fortat este

F=F,+F,+F(1) (3.19)
m':Ir f:+;rﬁ+§:r=f'= cos ot (3.21)
dt” dt
: ., F
d l:{+25§+4u:r,5:1c=—“u::l::nsm:ﬂ: (3.22)
dt- dt m

Ecuatia (3.22) reprezinti ecuatia de miscare a oscilatiilor fortate ( oscilatiilor intretinute)
deoarece actiunea forter periodice exterioare asupra oscilatorulwi impiedicd _stingerea”
oscilatilor acesta, cu alte cuvinte _le intretine™.

Solutia cautatd pentru ecuatie diferentiald (3.22) este de forma (3.10). Prn inlocuirea
exprestel (3.11) in ecuatia de migcare (3.22) 51 prin egalarea coeficientilor lut sin et | respectiv
cosat , din membrul sting s1 membrul drept al ecuatiel se obtine un sistem de doui ecuatii a
carui rezolvare conduce la expresiile pentru A 510

Aw)=o ! (3.23)
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Fenomenul de rezonanta = transferul de energie dinspre sistemul exterior (forta
periodicd) nspre oscilater se face cu randament maxim, iar energia si amplitudinea
oscilatorului devin maxime.

Pentru a afla care este pulsatia fortei exterioare la rezonanti se tine cont ca E~4° (se

tang = — (3.24)

demonstreazi mai tirziu) §1 se impune conditia pr 0 de unde
@

{5
W, =0 =287 (3.25)
unde @, = frecventa de rezonantd (se apropie cu atit mai mult de frecventa proprie de oscilatie
cu cdt coeficientul de atenuare, 4, este mai mic).
Fig.3.4 prezinta curbele de variatie a amphtudini pentru diferite valon ale pulsatier & s
ale coeficientulu1 de amortizare ¢ (conform (3.23)). Se observa cid la scaderea rezistenter

mecanice a mediului in care au loc oscilatule fortate amplitudinea acestora cregte.
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Fig.3.4 Vanatia amplitudinu in functie de pulsatia @ 51 de coeficientul de amortizare &.

Efectul de rezonantd devine mai accentuat atunci cind coefictentulmi de amortizare o
(respectiv coeficientul de frecare ») descreste deoarece A cregte.

La rezonanta, cind nu existd frecare (y = 0), amplitudinea oscilatorului tinde spre infinat,
far sistemul se poate distruge = atentie la protectare in domeniul inginerier mecanice sau al
ingineriel constructilor. Pe de altd parte, deoarece la rezonanta transferul de energie dinspre
exterior inspre sistemul oscilant se face cu randament maxim, rezonanta este donti in domeniul
electronici (circuttele oscilante se acordeaza la rezonanta pentru ca pierderile de semnal sa fie
minime).

Mentiond urmatoarele proprietat: ale oscilatulor fortate:

- frecventa oscilatilor fortate este egala cu frecventa forter externe.

- amplitudinea §1 defazajul oscilatulor fortate depind de structura sistemului mecanic ce
oscileaza (k, m) 51 de frecventa a forter externe, 51 nu depind de conditule imtiale.

Dupa inceperea actiunii forter exterioare asupra oscilatorului intretinut urmezi regimul
tranzitoriu (oscilatorul incd mai oscileaza cu frecventa proprie), 1ar dupa un timp regimul
permanent (oscilatorul incepe 53 oscileze cu pulsatia forter externe).



